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Let G be a graph of valency d = 1 + p’n with p prime and n -C p. It is 
shown that if the automorphism group of G contains a subgroup A which 
acts as a regular permutation group on the set of s-arcs in G then s G 7 and 
s # 6; if d = p’ + 1, r = 2v, Y > 1 an integer, p -t 2, then s = 1. 
1. 
In dieser Note werden nur ungerichtete Graphen ohne Schlingen und 
mehrfache Kanten betrachtet. Eine Permutationsgruppe A der Menge 
A4 # o hei& regulgr, wenn es zu jedem Paar x, y E M genau ein Element 
a E A gibt mit a(x) = y. Ein s-Weg W ist eine Folge (x0, x1 ,,.., x,) von 
s + 1 verschiedenen Ecken mit xi E T(x,-~) fiir 1 < i < s, wobei 7’(x) die 
Menge der mit der Ecke x verbundenen Ecken ist. 
Wir beweisen den folgenden Satz. 
SATZ. Sei G ein Graph, in dem von jeder Ecke d = 1 + p)‘n Kanten 
ausgehen, wobei p eine Primzahl und n, r 2 1 natiirliche Zahlen mit n < p 
sind. EnthiiIt die Automorphismengruppe von G eine Untergruppe A, die auf 
der Menge der s- Wege von G (s 2 1) wie eine reguliire Permutationsgruppe 
operiert, so ist s ,< 7 und s f 6. 
Der Fall d = 3 im obigen Satz wurde 1947 von W. T. Tutte [4] unter- 
sucht; er zeigte, daB in diesem Fall sogar s < 5 gilt. Durch eine Verall- 
gemeinerung des Beweises von Tutte gelang es D. 2. DjokoviC [ 1, II] mit 
Hilfe von C. C. Sims [3] den Fall d = 1 + p, p Primzahl, zu zeigen. In 
unserem Beweis, der einen direkteren Zugang zum Problem darstellt, 
werden diese Resultate nicht benutzt. 
In einer kiirzlich erschienenen Arbeit [I, IV] bewies DjokoviC, darJ im 
Fall d = 1 + p > 3, wobei d keine Potenz von 2 ist, sogar s = 1 gilt. Im 
dritten Abschnitt dieser Arbeit wird gezeigt, dal3 sich im Fall d = p’ + 1, 
r = 2y, v > 1 eine ganze Zahl, p ;t 2, ebenfalls s = 1 ergibt. 
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Zuniichst aber wird im zweiten Abschnitt unser Satz bewiesen. Der 
Vollstandigkeit halber wird dabei such der Zusatz von Tutte (s =# 7 im 
Fall I/ = 3) behandelt. 
2. 
Zum Beweis des Satzes sei H der Stabilisator in A des beliebigen 
I-Weges (0, I), wobei 0, 1 Ecken von G sind. Da die Taillenweite von G 
mindestens 7(s ~ 1) ist (vgl. [5. 5.611) gibt es (n - I)a-1 s-Wege, die mit 
dem I-Weg (0, I) anfangen. Da H regular auf der Menge dieser Wege 
operiert. ist o(H) = (d ~ l)s-l. Sei P eine beliebige p-Sylow-Gruppe 
von H. Es ist o(P) = q/--l, wobei q ~~~ p’ ist. 
HILFSSA.U I. Ist W 2 (0, I,.... J ~- I) ein beliebiger s- Weg. der mit 
(0. 1) at@tgt, so gibt es eitt Element a ;i 1 in P wit a( W) == W. 
Beweis. P operiert auf den pptI Ecken in T(1) - LOi. Sind 
6, . . . . . PC, !E T( 1) -~ {O] 
die Orbits. so ist p”l~ =: x 1 C, i Da P eine p-Gruppe ist, ist [ CJi 1 eine 
Potenz j9’ von y( I ‘.; ’ i I’. 8). 1st x E T(1) - {O}, so ist der Stabilisator P,z 
von s in P Untergruppe vom Stabilisator in A des Weges (0, 1, x), ge- 
schrieben Stab(0, 1, x). Da die Ordnung von Stab(0, 1, X) (yn)“-’ ist, ist 
o(P)(o(P,,) _,- q. Damit ist die Lange jedes Orbits mindestens y, d.h. 
Ii 1,:: r( 1 i g). Es ist also tz = 1 Li, l/q = xp’,-‘. Wegen p I-- t2 
gilt /, : r (I i l g) und damit o(P n Stab(0, I. x) = cl”-’ fur jede 
Ecke .Y E T(1) - 10; und insbesondere .Y =: 2. Nun operiert P f7 Stab(0. I, 2) 
auf den pl’n Ecken in T(2) ~ 11 1, U.S.W. Schlief3lich ergibt sich 
o(P n Stab(0. I,.... s - I)) =-- 9. 
Da P eine p-Gruppe ist, enthalt das Zentrum von P ein Element h + 1. 
Sei W - (0. I ,.... s - 1) ein beliebiger (s - I)-Weg, der mit (0, 1) anfangt. 
Es gibt aufgrund des I. Hilfssatzes ein Element a # I in P n Stab( W). Da 
sich a und b vertauschen, gilt a(b( W)) =; b(W). 1st tn : s - I maximal, 
damit b in Stab(0, l,..., /n) liegt, so gilt a E Stab( WI) mit 
W’l z (s - I,..., tt1 + I, m, b(m + 1) ,..., b(s - 1)). 
Die Lange von WI ist also hiichstens s - 1, d.h. nz > (s ~ 1)/2. 
1st h- =y (0, I) ein I-Weg und x eine Ecke. so ist ~/(k, X) = rnin(4i. 
x)! i -= 0, lj, wobei d(i, X) der Abstand zwischen den Ecken i und x ist. 
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HILFSSATZ 2. Ist k = (0, 1) ein beliebiger l- Weg, so gibt es mindestens 
ein Element 6, E A mit bk(x) = x ,fiir jede Ecke mit d(k, x) < II and 
b!,(x) # x fiir jede Ecke mit d(0, x) = u + 1 sowie d(1, x) = u + 2, 
wobei u = s/2 - 1 bzw. II = (s - 3)/2, falls s gerade bzw. ungerade ist. 
Beweis. Wegen 111 > (s - 1)/2 ist b(x) = x fiir jede Ecke mit 
d(k, x) < U. 1st s gerade, so ist b(y) f y fiir jede Ecke y mit d(k, y) = 
ZI + I, da b sonst einen Weg der Ldnge (U + 1) + 1 + zl = s in Ruhe 
Mt. Sei b, = 6. 1st s ungerade und hat das Element b selbst nicht die 
gewiinschte Eigenschaft, d.h. gibt es eine Ecke x mit b(x) = x, d(0, x) = 
u+lundd(l,x)=u+2,soistb(??)i:yfiirjedeEckeymitd(O,y)= 
t/+2 und d(l,y) = zl+ 1, da b sonst einen Weg der Lgnge 
(24 + 1) + 1 t (U + 1) = s in Ruhe Mt. In dem Fall sei bL = c-lbc, 
wobei c E A ein beliebiges Element mit c(0) = 1 und c(1) = 0 ist. 
Sei (0, l,..., w + 2) ein beliebiger (!I + 2)-Weg in G. Sei bi = bki (i = 1,2), 
wobei k, = (1, 0) und k, = (u -t I, u + 2) sind. Wir diirfen s > 4 
annehmen. Da die Taillenweite von G mindestends 2(s - I) ist, gilt 
d(O? u + 2) = II + 2 und d(1, u + 3) = II + 1. Damit ist b,(u + 1) = ZI + 1 
aber b,(u + 2) # u + 2. 1st x eine Ecke mit d(x, u + 2) = II sowie 
d(x, LI + 1) = 24 + 1, so ist b.,(x) == x aber b,(b,(x)) # b,(x), d.h. 
b;lb;‘b,b,(x) # x. Der Kommutator [b, , b,] ist also nicht das Einselement. 
Sei W, bzw. W, ein Weg der Lgnge zl, der mit (1,O) bzw. (u + 1, II + 2) 
anfingt. Sei x E W, . Es ist d(b,(x), II + 1) = d(x, a + 1) wegen 
b,(u + 1) = z/ -L 1. Es ist also d(b,(x), II -i 1) < LI wegen d(x, u + 1) < U. 
Damit gilt b&b,(x)) = b,(x) und also b,(b,( W,)) = b,(W,). Es folgt 
b;lb;lb,b,( WJ = b;‘b;lbl( W,) = W, . Ebenfalls wird W, und also der 
gesamte aus W, , (1, 2 ,..., u + 1) und W, zusammengesetzte Weg der 
Ldnge 311 vom Kommutator [b, , b,] # 1 in Ruhe gelassen. Es gilt also 
3tr < s ~ 1. 1st s gerade, so ist 3(s/2 ~ I) < s - 1, d.h. s I< 4. 1st s 
ungerade, so ist 3((s - 3)/2) < s - 1, d.h. s < 7. 
Und IILM der Zusatz von Tatte. Sei d = 3 und s = 7. Dann ist II = 2. 
LBljt ein Element a den I-Weg (x, JI) in Ruhe, so mui a2 wegen d = 3 
ganz T(x) und T(y) in Ruhe lassen. Da das Element b, im 2. Hilfssatz 
einen 5-Weg in Ruhe la& mu13 bL2 demnach einen 7-Weg in Ruhe lassen; 
damit gilt bL2 = 1. bx: wurde aus dem Zentrum einerp-Sylow-Gruppe 
von Stab(k) genommen; da die Ordnung von Stab(k) jetzt 2’j ist, liegt b,C 
im Zentrum von Stab(k). Der Weg (0, l,..., u + 2) = (0, l,..., 4) und die 
Elemente b, = b(I,o) und b, = bc3,4) seien wie vorher. Sei b, = b(4,5) ,
wobei (-2, -1, 0, I,..., 4, 5) eine Fortsetzung des Weges (0, l,..., 4) ist. 
Dann gilt b,b,b,b,b, = c E StabtO,..., 4). Da b, im Zentrum von Stab(0, 1) 
und c in Stab(0, 1) liegt, sind b, und c vertauschbar; ebenfalls sind es such 
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b, und c. Aus b,b,b, = b,b,c folgt also I = (b,b,b,)” = (blb# ~9. Wegen 
(b,bJ2 = [b, , b,] ist demnach c2 + I. Nun liegen b, = b(1,2) und b, = 
bcz,3) # b, im Zentrum von Stab(O,..., 4). Es gibt ein Element 
a E Stab(-2, -1, 0 ,..., 4) 
der Ordnung zwei. Wegen (b, , b5) n Stab(-2. - 1) = (1) ist u $ .;b4, b,: . 
Es folgt Stab(0 ,..., 4) = ‘a, b, , b,>, da die Ordnung von Stab(0 ,..., 4) acht 
ist. Jedes Element von Stab(O,..., 4) und insbesondere c hat damit die 
Ordnung eins oder zwei. Widerspruch. 
3. 
Wir betrachten zunachst den Fall d = 1 + pr mit CI = 2(mod 4), Y 
beliebig. (1st r gerade, so ist 1 + pr +_ 2(mod 4) fur jede Primzahl p > 2.) 
Wir nehmen s > 2 an. Sei 0 eine beliebige Ecke, Ho _C A der Stabilisator 
von 0 und K das homomorphe Bild von H, in der Gruppe aller Permuta- 
tionen der Menge T(0) = {I, 2,..., n:. Ist K eine Frobenius-Gruppe, d.h. 
ist Ki n -k; = cl> fiir Ecken i + j aus T(0). wobei Ki der Stabilisator von 
i in K ist, so gibt es einen Normalteiler N _C K der Ordnung d und jedes 
Element von Kl operiert durch Konjugation fixpunktfrei auf N - ,::l:: 
(vgl. etwa [2, S.4961). Aufgrund der Sylow-S&e ist die Anzahl der 
Elemente der Ordnung zwei in N Teiler von d/2 und insbesondere teiler- 
fremd zu p. Wegen s > 2 operiert Kl transitiv auf {2,..., d>; es folgt 
p j o(K,). Ein Element der Ordnungp kann aber die Elemente der Ordnung 
zwei in N nicht fixpunktfrei permutieren. K ist also doch keine Frobenius- 
Gruppe. 
Demnach operiert Stab(1, 0, 2) nicht trivial auf der Menge {3,..., dj-. 
Wegen o(Stab( 1, 0, 2)) = p(n-2)r ist die Lange jedes Orbits eine Potenz 
von p. Die Anzahl der Ecken in {3,..., d}, die in einem nichttrivialen Orbit 
liegen, ist also eine Vielfache von p, etwa gp > 0. Sei m = d - gp. Wir 
kiinnen annehmen. daB Stab(l, 0, 2) die Ecken 1, 2, 3,..., HZ in Ruhe 
labt. Wegen p l(m - 1) ist m > 2. 
Sei M = {l, 2, 3 ,..., mj. Sind i und j E M, so ist Stab(1, 0, 2) C 
Stab(i, 0, j). Es folgt Stab(1, 0, 2) = Stab(i, O,.j), da die zwei Unter- 
gruppen die gleiche Ordnung haben. Sei N der Durchschnitt von H,, mit 
dem Normalisator von Stab(l) 0, 2). 1st u E N, so ist a(l) E M, da es sonst 
ein Element f~ Stab(1, 0, 2) gibt mit f(a(1)) f a(l), d.h. a-l@(l) i 1. 
Sind i und j beliebige Ecken in M, so gibt es ein Element b E Ho mit 
b(l, 0, 2) = (i, 0, j). Aus b-l Stab( I, 0,2) b = Stab(i, 0,j) = Stab( 1, 0,2) 
folgt b E N. N operiert also als 2-fach transitive Permutationsgruppe auf 
der Menge M. Damit gilt o(N)/o(Stab(l, 0,2)) = m(m - 1). 1st NI der 
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Stabilisator in N der Ecke 1, so ist o(N,) = (~YI - l)~(~-~)~. Wegen 
NI C Stab(0, 1) gilt (m - l)~(~-~)~ 1 ~#-l)~ und also (m - I)/ pr. Damit 
ist m - I eine Potenz von p; sei etwa m - 1 = p”. Wegen 2 < m = 
d - gp -=c d ist 0 < e < r. Wegen N _C H, gilt m 1 dp(S-l)T. Da m = d - gp 
teilerfremd zu p ist, gilt m 1 d. Es ist also (I + p”)j(l + p’). 1st r = ab, 
wobei a eine Potenz von 2 und b > 1 ungerade ist, so gilt 1 -1 p’ = 
(1 + pa)(l -pa + pza - *.a + p+lja); wir kijnnen also in diesem Fall 
nichts aussagen. 1st r 3 2 aber eine Potenz von 2, so ergibt sich ein 
Widerspruch aus dem folgenden Hilfssatz. 
HILFSSATZ. Ist (1 + pe)l(l + p’), wobei p > 2 Primzahl und r Potenz 
von 2 ist, so gilt entweder e = 0 oder e = r. 
Beweis. Sei (1 + pe)l( 1 + p’) mit 0 < e < r. In der Gruppe der 
primen Restklassen module 1 + p” hat die Kongruenzklasse von p die 
Ordnung 2e. Wegen pT = - 1 (mod(1 + p”)) ist 2e / 2r, so da13 e such 
Potenz von 2 ist. Sei r = 2” und e = 2’“; es ist 0 < m < n. Sei t = 2”-‘. 
Wir kijnnen annehmen, da13 1 + pt keinen nichtrivialen Teiler der Form 
1 + pf hat. 1st m < II - 2, so gilt (p” + l)l(pt - 1). Wegen (1 + p’) + 
(p” - 1) = pt(pt + 1) gilt dann (p’ + l)i( pt + 1), in Widerspruch zur 
Annahme. Es ist also m = n - 1. Aus (p” + l)\( p’ + I) folgt (p’ + 1)1 
( p’ - p”). Wegen m = n - 1 istp’ - pa = p”( pe - 1) und also ( pe -+ I)/ 
(p” - 1). Widerspruch. 
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